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x ≤ ( )
x ≤ ( )

x + x ≤ ( )
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x ≥ ( )

z = k
Δk

x + x = k

x + x = k ⇒ x =
−

x +
k

Δk p = −
k = k = k =

Δ k = x + x =
( , ) ( , − )

Δ x + x = ( , )
( , )

Δ x + x =
( , ) ( , )

k

z



z = x + x

x∗ = (x∗, x∗)
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x∗ {
x =
x + x =

x∗ = ( , )

z∗ = x∗ + x∗ =
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⎪⎪⎩

max z = x + x
x + x ≥
x + x ≥
x ≥ ; x ≥

x x
z

z = +∞



⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

max z = x + x
x + x ≤
x − x ≥
x ≥ ; x ≥

⎧⎨
⎩

x + x ≤
x − x ≥
x ≥ ; x ≥

⇐⇒
⎧⎨
⎩

x + x ≤
−x + x ≤ −
x ≥ ; x ≥

=⇒ x ≤ −

x ≥



R
n

−→

� −→
� −→

� −→
� −→
� z = ∞

∀x , y ∈ E , ∀α ∈ [ , ] αx + ( − α)y ∈ E

R
n

R

�

� R
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������� # 	��������� # 	����� �� # �� ����!

$
 ����
�� �� #% 	��������� �& 	����� �� '� �� ����!

(� ������
� ��� �� �
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� ������������ ��� 
� �������� � 	
����� �
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���
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�����
� ������!

0���� ��	������ ���
�� ��� 
� 	
�������
� ��� ������� �
 ���� ���������

��� ����� ���* ��
��� D'� �� D� ��� �� 	�
���� �
 ��� ��	�
� �� ������� 
�

��
��� ��� 	
�����
�� � 
�������
� � (Δ�) : y = −%, #x + &%� �� 	�

� ���

	
�����
�� (Δ�) : y = −x + '%%!

�� ������� !"���
����	� #���� $ �� % �� &'�	���� �� ������	 �(�)*�(�+ ,- * ��(
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��
����� ��	���
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��� �� ����������
� �� 
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� 	
1� ��
��
������� �� 
� 	

�������� ���	��� �
�� 
� �
��� �C = �%x�+�%x�

���	 
�� 	
��������� ��������� �

Thon ⇒ "x� + #%x� ≥ 2%%

Morue ⇒ �%x� + �x� ≥ �%%

Sardine ⇒ '%x� + '%x� ≥ 3%%

x� ≥ %, x� ≥ %

$
 ���� ���	�� 
�� ��
����� �� ��
������ 
� �
����� ��������
�!

�� ������� !"���
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��
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�� � �����
� �
������� ������

�
 � ��� ��
��� �����
��� �

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

��
�� ��	��
� = −�
��
��  !�
 = −", #
��
�� $�	�� = −%, #
��
�� ���&��'� = −", (%#

��
� �)�	�	� �	�����
�� �
 � �

��
�� $�	�� * ��
�� ��	��
� * ��
�� ���&��'� * ��
��  !�


&%�# * &� * &"�(%# * &"�#
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��� ���
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�
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 �-����� �� ��-��������
� �� 	�.�� ��� �� �/�� �

Max Z = �0x� + #x� ��
�� ��� 1 −2, 3
(U�) �, #x� + �"x� ≥ #"" ��
�� 4� 1 −�, %
(U%) #x� + %"x� ≥ %""" ��
�� 4% 1 −3
(U2) �, %#x� + ", 5x� ≥ %"" ��
�� 42 1 −�"
(U3) 3x� + #x� ≥ 6"" ��
�� 43 1 −%, 30
x� ≥ ", x� ≥ "

��
� �)�	�	� �
 � �
��
�� 42 * ��
�� 4% * ��
�� ��� * ��
�� 43 * ��
�� 4�

&�" * &3 * &2�3 * &%�30 * &��%

���� ���� ��	� 
�� �� ������ ������� ��� �� ���
� �)�
��	������
 �
�	� ��

�	���� 4% �� �� �	���� 43� ����
��
�� �)��	�� �� 	��	,��
�����
 .	��!�
��

��� ��
�	��
���� �)�
��	������
 �
�	� 4% �� 43 
)����	���
� ��� �� �����
�

���������� ������	, ��	 �� �����
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� ����	 �⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max (�� min) z = c�x� + c�x� + ...+ cnxn
a��x� + a��x� + ...+ a�nxn {≤,=,≥} b�
a��x� + a��x� + ...+ a�nxn {≤,=,≥} b�
���

am�x� + am�x� + ...+ amnxn {≤,=,≥} bm
x� ≥ �, . . . , xn ≥ �

⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max /min z =
n∑

j=�

cjxj

n∑
j=�

aijxj {≤,=,≥} bi i = �,m

xj ≥ � j = �, n

�� �������� ���
���	�	�� ����� �  � ! �" #$�����	 	� �	����� %&'()%&'* (% ) %%&

�� ������	 �
 ���
�	�	 ������� �������	�

�� ���
�
��� 
� �����
����� �������	

	 �⎧⎨
⎩

max /min z = cT x
Ax {≤,=,≥} b
x ≥ �

c = (c�, c�, ..., cn) ∈ R
n � b = (b�, b�, ..., bm) ∈ R

m

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

a�� a�� · · · a�n
a�� a�� · · · a�n
���

���
� � �

���

am� am� · · · amn

⎞
⎟⎟⎟⎠ �����	
 �
 ��

 (m , n)


� cT x =
n∑

j=�

cjxj �

aij (i = �,m ; j = �, n) � 	�
�	�
��� �
	�����
� �

bi (i = �,m) � �
	���� �
���
� �
� 	��������
� �

cj (j = �, n) � 	�
�	�
��� �
 �� ���	���� �	�������
 �

xj (j = �, n) � �������
� �
 ��	����� ����
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�� �������� 	
��
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����
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� �������
� ���� 
������
�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max z =
n∑

j=�

cjxj

n∑
j=�

aijxj ≤ bi i = �,m

xj ≥ � j = �, n

#���
 �����	�
��
 ⎧⎨
⎩

max z = cT x
Ax ≤ b
x ≥ �

�� �������� 	
��
������� ����� � �� � �� �������� �� ������� � !"#� !$ "+ # �� 
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(P�)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max �x� + �x� + �x�
x� + �x� + x� ≤ ���
�x� + 	x� + �x� ≤ ���
�x� + �x� + 	x� ≤ ���
x� + x� ≤ �
�
x�, x�, x� ≥ �

⇐⇒
⎧⎨
⎩

max z = cT x
Ax ≤ b
x ≥ �

��
�

A =

⎛
⎜⎜⎝
� � �

� 	 �

� � 	

� � �

⎞
⎟⎟⎠ ; b =

⎛
⎜⎜⎝
���

���

���

�
�

⎞
⎟⎟⎠ ; c =

⎛
⎝ �

�

�

⎞
⎠ � x =

⎛
⎝ x�

x�
x�

⎞
⎠

A �
 ���
 (	 , �)�

m = 	 ����������
�� 
� n = � ��������
� �
 ����������

�� �������� ���
���	�	�� ����� �  � ! �" #$�����	 	� �	����� %&'()%&'* (+ ) %%&
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�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max z =
n∑

j=�

cjxj

n∑
j=�

aijxj = bi i = �,m

xj ≥ � j = �, n

&�� 
  ������
��
 ⎧⎨
⎩

max z = cT x
Ax = b
x ≥ �

�� �������� ���
���	�	�� ����� �  � ! �" #$�����	 	� �	����� %&'()%&'* (, ) %%&

�� ������	 �
 ���
�	�	 ������� �������	�

��� ��

��� ����� ��
 �����


' min f ⇐⇒ max − f
'�� 
!
 ��
 �  ��� ��
� x� + �x� �
��
�� (  �!� ��
� −x� − �x�
��� � f (x∗) = min{ f (x) , x ∈ X} ⇐⇒ f (x∗) ≤ f (x) , ∀x ∈ X ⇐⇒
−f (x∗) ≥ −f (x), ∀x ∈ X ⇐⇒ −f (x∗) = max{−f (x) , x ∈ X}

% ax ≥ b ⇐⇒ −ax ≤ −b

" ax = b ⇐⇒
{

ax ≤ b
ax ≥ b

- ax ≤ b ⇐⇒
{

ax + y = b
y ≥ � y 
�� ���
 �������� �������

+ ax ≥ b ⇐⇒
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ax − y = b
y ≥ �

, x ≤ � ⇐⇒ −x ≥ �
. x )$
����)$
 ⇐⇒

{
x = x+ − x−

x+ ≥ � , x− ≥ � ��
�
x+ = max(x , �)
x− = max(−x , �)
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(P ′
�
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 (P�)�
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A =

(
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)
� x =

⎛
⎜⎜⎝

x�
x�
x�
x�

⎞
⎟⎟⎠ �� b =

(
�

�

)

A ��� �� �	�� (� , �) �� 
�������� �� � ��������� !

"� ����#������� B =

(
� �

� �

)
��� ���������� �� rang(A) = �!

$���� B ��� ��� ����!

"�� ��������� �� ���� ������
� % B ���� x� �� x�!
"�� ��������� &��� ���� ������
� % B ���� x� �� x�!
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��� ����� ��� ���� �� ���������� ����� ��+ ��������� �� ����

x� �� x�!(
� �

� �

)
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x� + �x� + �x� = �
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(
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� x =
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(
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(
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x�
x�
x�
x�

⎞
⎟⎟⎠ =

(
�

�

)
⇐⇒

{ −�x� + x� + �x� = �

x� + x� = �

⇐⇒
{

x� = � + �x� − �x�
x� = −x�
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������������	�� ���� x� �	 x� 

�� ���	�������� ���� x� = � �	 x� = �� �� ��	���	 �� ����	��� x� = � �	

x� = � 
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"��	 Ax = b �� ���	
�� �#�
��	���� ��������� 	�� 
�� A ��	���� �� 	���

(m , n)� m ≤ n �	 rang(A) = m "��	 B ��� ���� �� A 

$��
� �����	�	��� ��� �������� �� A �� ����
�� � �� 
�� ������ �� B
�����	 �� �������� �� ��	���	 �

A
P
=

(
B N

)
�	 x

P
=

(
xB
xN

)
�%

N ��	 �� ����&��	���� �� A ������������	 ��� ��������� '��� �����

xB ���	��� �� R
m (���� ��� ��� ��������� �� �����

xN ���	��� �� R
n−m (���� ��� ��� ��������� '��� ���� 

�	 �� � �

Ax = b ⇐⇒ BxB + NxN = b ⇐⇒ xB = B−�b − B−�NxN

)��� ��	������� 	��	�� ��� ����	���� �� ���	
��� �� �'����	 ����

����	��������	 ��� ������� �� xN *�����
	���+ �	 �� ������� ��� �������

������������	�� �� xB  
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!� ������� ����	��� �� ���� *�������� � �� ���� B+� �� ����	���

���	�����
�� ��	���� �� ������	 xN = � 

xB ��	 ��	������� �� (�,�� ���
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max z = �x� + �x�
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�x� + �x� ≤ ��

x� ≥ � ; x� ≥ �
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� �"����� x� �� ���� �"�� �"���
�� �	�� .�� ���

&	��	
��� 
� 
	�� ������� �"����&���

#���"�"�� .��"� 	�%����� x� �� �	�����	�� x� !"�� 
	�� � x� = �� 	�"�� �

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

e� = �

�x� + e� = ��

�x� + e� = ��

x� ≥ � ; e� ≥ � ; e� ≥ � ; e� ≥ �

⇐⇒
⎧⎨
⎩

e� = �� − �x� ≥ �

e� = �� − �x� ≥ �

x� ≥ �

⇐⇒
⎧⎨
⎩

x� ≤ ��/� = 6

x� ≤ ��/� = 7

x� ≥ �

=⇒ � ≤ x� ≤ min{��/� , ��/�} = ��/� = 6

8���� �	 &	���� ������ .�� x� ���� ����
�� ��� x� = 6� �	 
����$��

�"���	���� ���	 	�"�� �	����� �e� = �� � e� &	��	
�� �"��	��� 
� �	 
	���

�� �������� ���
���	�	�� ����� �  � ! �" #$�����	 	� �	����� %&'()%&'* '&% ) %%&
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�� ������� �� 	
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�� �����
� ����	�� 
�� ����	
����� 
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���������� ��	�������� �������� ��		�����

��� � �
 �
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��� ���	
���� ����

�� ����������� �
 �
	�
��� 
� �
 �
�� 
�
�� �� ���� ����� 	
���	� ������� 

��

�
 ������� � �e� 

�� ���	� �
���

�	���	� �

�
�� x�
↓
x� e� e� e� ��� �

e� � � �   � !/ = ∞
← e�  �  �  �� �"/" = #

e� $ � � � � �� ��/� = �

−z � � � � � �

x� ��	
���
 
��	���
 ���� �� ���
�

e� ��	
���
 ��	����
 �
 �� ���
�

�
 ��
��

�� � ��
��
	�
��
�� �
 �� ������
 �
 �� ��	
���
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� ��

�
��
 �
 �� ��	
���
 ��	����
 �����
��
 ����	 �� ���� ���	
 �����
�� �������� 	
��
������� ����� � �� � �� �������� �� ������� � !"#� !$ ! � # �� 

�
 ���%�&� &' ����(�)� ���%�&� &' ����(�)� �� �
*(�
')

���	 ���
�
	 �
 ����
�� �� �� 
 
���
 �
� �
�����
��


��
�� �� ��
��
 !

�
� ��
��

��� �
 �� �
��
 �� �
��� ���� �
�
�"� ��	 �
 �
����

�
� ��
��

��� �
 �� ������
 �� �
��� ����# �
 �
���� ���� �����

�
� ���	
� ��
��

��� ���� ���
��� ��	 �� 	$��
 !

Nv = Av − (
Cpivot

Pivot
× Lpivot)

%� ! ����
��
 ���
�	

&� ! ���

��
 ���
�	

'�
��� ! ������
 �� �
���

��
��� ! �
��
 �� �
���

�� �������� 	
��
������� ����� � �� � �� �������� �� ������� � !"#� !$ ! + # �� 

�
 ���%�&� &' ����(�)� ���%�&� &' ����(�)� �� �
*(�
')

���
��� �

(��
 x�
↓
x� e� e� e� ��� )

e� � � � � � � */� = ∞
← e� � � � � � �� ��/� = +

e� � � � � � �� ��/� = �

−z � � � � � �

���
��� �

(��

↓
x� x� e� e� e� ��� )

e� � � � � � � *

x� � � � �/� � � ∞
← e� � � � −� � � �

−z � � � −,/� � −��

-�	
���
 
��	���
 ���� �� ���
 ! x� -�	
���
 ��	����
 �
 �� ���
 ! e�
�
��� ! �

�� �������� 	
��
������� ����� � �� � �� �������� �� ������� � !"#� !$ ! , # �� 



�� ������	 �
 ���
�	�	 ������	 �
 ���
�	�	 	� ����	�
�

������� �

����
↓
x� x� e� e� e� �	
 �

e� � � � � � � �

x� � � � �/	 � � ∞
← e� 
 � � −� � � 	

−z 
 � � −
/	 � −��

������� 


���� x� x� e� e� e� ��


e� � � � �/� −�/� 	

x� � � � �/	 � �

x� � � � −�/� �/� 	

−z � � � −�/	 −� −��

�� �������� ���
���	�	�� ����� �  � ! �" #$�����	 	� �	����� %&'()%&'* '&+ ) %%&

�� ������	 �
 ���
�	�	 ������	 �
 ���
�	�	 	� ����	�
�

���� ��� ���������� �� �� �������� ����� ����������� �� �� ��������

�������� ���� �!������ �� ���� " �� �� #��� #��� ���
����� �� ��������

��������� $� ������� � ��� �#��
�� �� �%�������&
� �� ��
#��'� �%���(���

)� � ���� " x∗
�
= 	 ; x∗

�
= � �� zmax = ���

�������������� �����
���� "

$%�����#���� ���� #������� 	 �&*���� �� �+#� � ��� ���
����
 �� � �&*����

�� �+#� 	 ��� ���� #��� �!������ �� #��,� 
�'�
�� �� �� -.�

/ �%�#��
�
 ��� 0�������� �� ���� ���� x∗
�
= 	 ; x∗

�
= � �� e∗

�
= 	 �� ���

0�������� &��� ���� ���� e∗
�
= e∗

�
= � �

$� #��
���� ���������� �%��� #�� �����!� " �� ����� ��� ��#����! ���#������

���� �%������� � �����1�
#��� !���� 2 	 &����� #�� ��
�����

$� ���'��
� �� �� �������
� ���������� ���� �����!�� " �� �� ����� #��� ��

��#����! ���#������ ���� ��� �������� 	 �� � �#���� �
#��� � 3� �4�� "

� − x∗
�
= � − 	 = 	

�	 − 	x∗
�
= �	 − 	 × � = �

�5 − (�x∗
�
+ 	x∗

�
) = �5 − (� × 	 + 	 × �) = ��

�� �������� ���
���	�	�� ����� �  � ! �" #$�����	 	� �	����� %&'()%&'* '&, ) %%&

�� ������	 �
 ���
�	�	 -�� .������

�	� ��� ������� "

6�����!���� �� #�����

� ���!���� ���� ���
� �������� "

(PS)

⎧⎨
⎩

max z = cT x
Ax = b
x ≥ �

�7 ��� ��� A 
������ �� �+#� (m , n)8 m ≤ n �� rang(A) = m�

9�##����� ������ ��� ���� B ����� :�� �� �������� �� ���� ������!� ���

�!���������

;����� "

B = {i�, . . . , im} " �%����
��� ��� ������� ������#������� ��' �������� �� B
��� ���� ��' 0�������� �� ���� 8

N = {j�, ..., jn−m} = {�, ..., n} \ B " �%����
��� ��� ������� &��� ����8

N " �� ����1
������ �� A ������#������ ��' �������� ��� ������� &��� ����8

xB " �� 0������ �� R
m ���
! #�� ��� 0�������� �� ���� �xi , i ∈ B 8

xN " �� 0������ �� R
n−m ���
! #�� ��� 0�������� &��� ���� �xi , i ∈ N  �

�� �������� ���
���	�	�� ����� �  � ! �" #$�����	 	� �	����� %&'()%&'* '&( ) %%&



�� ������	 �
 ���
�	�	 ��� �������

��������� 	
� �� ���
���� 
� ���� �������� � B ��� ���������� �� �

xB = B−�b ≥ ��

�� �����
��� 
� ��������������� �
����� ��� ��
���� 
� B �� ��
� 
� N � ��
��
� ������ �

Ax = b ⇐⇒ (
B N

)( xB
xN

)
= b

⇐⇒ B xB + N xN = b

⇐⇒ xB + B−�N xN = B−�b

⇐⇒ xB = B−�b − B−�N xN

�� �������� �������� ��
� �������� �

z = cT x =
∑
i∈B

cixi +
∑
i∈N

cixi = cB xB + cN xN

���� cB = (ci� , ..., cim) �� cN = (cj� , ..., cjn−m)

�� �������� ���
���	�	�� ���� ! "� # �$ %&�����	 	�  	����� '(�)*'(�+ �(+ * ''(

�� ������	 �
 ���
�	�	 ��� �������

 ��� �� !� ��� �	
������� � �� ����� ��	
��� �������� � �� ���� B �

(PR)

⎧⎨
⎩

max z = cB xB + cN xN
xB + B−�N xN = B−�b
xB ≥ � , xN ≥ �

"� ��
� ���������� ����
��� �� �����#�� �� ���������� ��� ����������� ��

���������� �� �������� 
�� ��������� $��� ���� �

xB + B−�N xN = B−�b ⇐⇒ xB = B−�b − B−�N xN =⇒
z = cB xB + cN xN

= cB(B
−�b − B−�N xN) + cN xN

= (cN − cB B−�N)xN + cB B−�b

z = dN xN + z̄ ⇐⇒ dN xN = z − z̄

���� dN = cN − cB B−�N % z̄ = cB B−�b

��� ����������� 
� dN ����������� 
���� ��	
��� 
�� ��������� $��� �����

&�� ������������� 
� ��'�� 
����������� 
��� �� ���$�
� 

 ���������
�� �������� ���
���	�	�� ���� ! "� # �$ %&�����	 	�  	����� '(�)*'(�+ ��( * ''(

�� ������	 �
 ���
�	�	 ��� �������

(����� �� �����#�� �������� � ��������� ) ���$��� �

xB + B−�N xN = B−�b

dN xN = z − z̄

�� xB ≥ � , xN ≥ ��

�� ���
���� 
� ���� ��� 
����� ��� � xN = � ; xB = b̄ = B−�b�

*���� ���
���� 
� ���� ��� ���������� ��+��,� 	
� b̄ = B−�b ≥ ��

�� ����
� 
� �� �������� �������� z �������� � ����� ���
���� ��� z̄ �

-���������� �� ������
 	
 �������� ������� � �� ���� B ��� .� 
��

����
������ 
� �������� ��#�/ 
� �� ����� �

0��� xB xN ���

xB Im B−�N b̄ = B−�b

−z � dN −z̄

dN = cN − cB B−�N ; z̄ = cB B−�b
�� �������� ���
���	�	�� ���� ! "� # �$ %&�����	 	�  	����� '(�)*'(�+ ��� * ''(



�� ������	 �
 ���
�	�	 ��� �������

��� �������	 �� 
������ 
 �� ���������� ��� ����� �

����
↓
x� x� e� e� e� ���

e� � � � � � �

x� � � � �/
 � �

← e� � � � −� � �

−z � � � −�/
 � −��

���� xB xN ���

xB Im B−�N b̄ = B−�b

−z � dN −z̄

xB = (e�, x�, e�) � ��������� �� ����	

xN = (x�, e�) � ��������� ���� ����	

dN = (� , −�/
) ; b̄ = (� , � , �)	

����
��� �� ���� � (x�, x�, e�, e�, e�) = (� , � , � , � , �)	

 ��!
��� ��"�!
�# � z̄ = ���
�� �������� ���
���	�	�� �����  !� " �# $%�����	 	� �	����� &'()*&'(+ ((& * &&'

�� ������	 �
 ���
�	�	 ��� �������

���	
���� �

$� #���� 
������ ��%���
� �&����
��� �� ��%������ �� �
��!
��� ��

��������� ���%����� '� ����	 ���� ��
 �� %�����!� ��� ��%��
����

��
��!������ (�%����
��� ��� �)�
*��� ���%����� ��� �������+ ��� ��

,���� �����
 �� �%����
����

$�� ��������� �� ���� �� ���
������
 ��� �� #��
 -�&����� #�����
 ���

��
��!� ����
�
% ���� �� �)�
*�� ��� !��
����
�� �
 �&��
���������
 ���

���� �� #��!
��� ��"�!
�#� ��� ��������� ���� ���� ���
 ��� ���������

���
��
�� �
 ���� !��.!���
� ���� �� #��!
��� ��"�!
�# ���
 ����%���
%�

��� ��� !�/
� �%���
� (��!
��� dN+�

0�������� -��	 ��� #��� �� !���� �� ����
 %
����	 �� ������� �&��

������ �������� �� 
������ ������
 �&�1�!
�� �����������
 ��
�
������
 ��� �*���� �� !��!��� �

� ��� ��������	� 
� �� ��
�� 
� ����	 ���	 
������ ��� �� ����	�
� ��� ��������	� 
� �� ������� 
� ����	 ����� �� ����	� ���	 �����
� ��� ��	��� ��������	� ���	 ��	���� ��� �� ��
�� 
� ���	��
���

�� �������� ���
���	�	�� �����  !� " �# $%�����	 	� �	����� &'()*&'(+ ((# * &&'

�� ������	 �
 ���
�	�	 ��� �������

���������
( 2�� ����
��� �� ���� xB ����!�%� 3 �� ���� B ��
 ��
� 
�
 ����
�
��

�� �

xB = B−�b > �

!434� �� ��!��� ������ �� �)�
*�� �%���
 b̄ > �

��
�����
 ��
	 �� 
��
�� ��� ��������� �� ���� ���
 �
��!
����
 ����
�����

5��� �� !�� !��
�����	 �� ��
 -�� �� ����
��� �� ���� ��
 �%�%�%�%��

& 2� ��������� ���%���� ��
 
�
 ����
�
� �� 
��
� ����
��� �� ����

�%�������� ��
 ��� �%�%�%�%��

�	��
��
 ��
���

 �������������

��

dN = cN − cB B−�N ≤ �

����� �� ����
��� �� ���� �%�������� xN = � ; xB = b̄ = B−�b ��
 ��
������

�� �������� ���
���	�	�� �����  !� " �# $%�����	 	� �	����� &'()*&'(+ ((, * &&'



�� ������	 �
 ���
�	�	 ��� �������

������ �� ��	
���� �

���� x = (x�, ..., xn) ��� 	�
����� �� �
	� ��

�	
�
� ���
������ �� 	���

x∗ = (x∗
�
, ..., x∗n ) 

 	�
����� �� �
	� 
		����� � B �

����� xN ≥ � ��
� x ��

�	
�
�� �� dN ≤ � ��
� �������	�� �� 
 �

dN xN =
∑
i∈N

dixi ≤ �

���� �

z(x�, ..., xn) = dN xN + z̄ ≤ z̄ = z(x∗� , ..., x
∗
n ).


����� �� �������� ���� �	�	���� �

�� 
� ������� �������

��� �dN ≤ �� ���	� �
	  ���!� ��  
 �������� 	��� �

��� ����
����" 	��� ��  
 ����� ��� ��� max z = +∞�

�����	��	 

��	 ����
 �#�	�� 
� ����	 ��� �����	
��� dj �� dN ��

� ���

dj > �, j ∈ N �

�� �������� ���
���	�	�� �����  !� " �# $%�����	 	� �	����� &'()*&'(+ ((, * &&'

�� ������	 �
 ���
�	�	 ��� �������

��
�� �� �� �������� �������� �

���	������	 
������� j ∈ N ��
 ���

dj = max{dk ; k ∈ N}

�� 

 ��
���� �������� j �� 

 �
����� ĀN = B−�N = (ākj , ($ ≤ k ≤ m)�

%� 
 
�	 ��		���
���	 	�� 
���	 �

( ākj ≤ �, ∀ k = $, ...,m

�&��	 
�	 �����	 �� 

 ��
���� j �� '

  
��
�
� ����
���( 	��� ≤ ���

�
�	 �� �
	 
���	���
� ��

�	
�
� �	� ��� ����� �� max z = +∞
& )
 �#�	�� k ∈ {$, ...,m} ��
 ��� ākj > �

�
�	 �� �
	 ��  
 �������� � ��� ����
���� ��

xj �	� 

  
��
�
� ����
��� �
�	 

 �
	��

�� �������� ���
���	�	�� �����  !� " �# $%�����	 	� �	����� &'()*&'(+ ((- * &&'

�� ������	 �
 ���
�	�	 ��� �������

��
�� �� �� �������� �
������ �

%�  
 	����	�� �
�����
�� ��� 
� ���*�
��� 
���
��� �	� ��� ��*������

���� p 
�������  ���!
�� �

b̄p
āpj

= min{ b̄p
āpj

; āpj > �}

�%� +
�� 
� �
����� ��	 ���,�����	 �� 	�� �� �
�
�
� 	���
�#� 
 �� 
�	

���,�����	 �� 

 ��
���� - �� 
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(PC )

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
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max z = c�x� + c�x� + ...+ cnxn
a��x� + a��x� + ...+ a�nxn ≤ b�
a��x� + a��x� + ...+ a�nxn ≤ b�
���

am�x� + am�x� + ...+ amnxn ≤ bm
x� ≥ �, . . . , xn ≥ �
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max z = c�x� + c�x� + ...+ cnxn + �e� + ...+ �en
a��x� + a��x� + ...+ a�nxn + e� = b�
a��x� + a��x� + ...+ a�nxn + e� = b�
���

am�x� + am�x� + ...+ amnxn + em = bm
x� ≥ �, . . . , xn ≥ �, e� ≥ �, . . . , em ≥ �

�� ������

Ã =
(
A Im

)
; x̃ = (x�, ..., xn, e�, ..., em)

T ; c̃ = (c�, ..., cn, �, ..., �)
T
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(PM)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

min −x� − (x�
−&x� + (x� ≤ (

−x� + (x� ≤ 2

x� + x� ≤ 3

x�, x� ≥ %

4� 
�.������ �	
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(PMS)
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⎪⎪⎪⎪⎩

min −x� − (x�
−&x� + (x� + e� = (

−x� + (x� + e� = 2

x� + x� + e� = 3

x�, x�, e�, e�, e� ≥ %

*� 
	��
1�	 1�	 ���
 �	
 �	
�	
 �� 	����� ������ �(� 2 	� 3� 
���


�	����	� ,��
 ���
	 ��
� �-���	����� �-��	 
������� �	 ��
	 
����
���	

�������	 	
� �
�����	� 4��	 ��

	
���� �� ��
����	
 �	 ��
	 e�� e�� e� 	�

��
����	
 ��

 ��
	 x�� x��

�� 
�� ���� �	 ��
	 
����
���	 �������	 	
�
�� �������� ���
���	�	�� � ��! " #� $ �% &������	 	� !	����� '()*+'(), )'0 + ''(



�� ������	 �
 ���
�	�	 ���
�	�	 ��	� ������������

��� �����	
���� �� (PMS) ��
���� ���� ������������ �	� �� ������� �
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Ãx̃ = b̃
x̃ ≥ �

Ã =

⎛
⎝ −� � � � �

−� � � � �
� � � � �

⎞
⎠ ; x̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x�
x�
e�
e�
e�

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ; b̃ = b =

⎛
⎝ �

�
�

⎞
⎠

z = c̃T x̃ = −x� − �x� + �e� + �e� + �e� 	��� c̃ = (x� , x� , � , � , �)T
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⎝ � � �
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�� ������	 �
 ���
�	�	 �������������� �	 �� ������	 �
 ���
�	�	

������� �� 	
��� � �

+	������	�� �
 ,� ����
�� �

(P�)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

max z = x� + x�
-x� + x� ≥ .

x� + -x� = /

x�, x� ≥ �

0� �
�
���
 ��
 �
� �
��
� �� �
�	�� �
���
 �	�� �	�� �	������� �
�� �


�"�
 �	���
���
 
�� �
 �#�
 ≥ 
� �
 -"�
 �	���
���
 
�� �
 �#�
 =

0� �
�	��
 ��
 �
��
��
 ����
�� e� � �
 �"�
 �	���
���
 $�	�� 
�	�� ����
����%�

0� �
�	��
 
� ���� �
�& �
��
��
� 
���*��
��
� a� 
� a� 
�& - �	���
���
��

)� ����� 	� ��
���	��
 �
 �	����	� 	��
���� 
� �	����
�� �
� �
��
��
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�
� �� �	
1��
�� −M 	2 M 
�� �� �	���
 ����	�� �	����� 
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�� ������	 �
 ���
�	�	 �������������� �	 �� ������	 �
 ���
�	�	

�� ������� �	�
� 	� �
 �⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

max z = x� + x�−Ma� −Ma�
�x� + x� − e� + a� = �
x� + �x� + a� = �
x�, x�, e�, a�, a� ≥ �

��� ��� ���� ��
�� ������
��

�� 
���
��� ��� 	�� ����
������ �� ��
���
 �
��	��� ������� ����
�
� �

{
Ãx̃ = b̃
x̃ ≥ �

Ã =

(
� � −� � �
� � � � �

)
; x̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x�
x�
e�
a�
a�

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ; b̃ = b =

(
�
�

)
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�� ������	 �
 ���
�	�	 �������������� �	 �� ������	 �
 ���
�	�	


� ��	����� �� ���� ������	� ��� ������ ��
 �

 �
���	�� �� ���� � a� = � ; a� = �

 �
���	�� !�
� ���� � x� = x� = e� = �

���
 ����	�
 	� �
����
 ���	��� �� ����	�"�# �	 ���� ���������� �"�
���
 	��
��
���	�� �� ���� �� �������� ��� ��
���	�� !�
� �����{

�x� + x� − e� + a� = �
x� + �x� + a� = �

⇒
{

a� = �− �x� − x� + e�
a� = �− x� − �x�


� �������� ��$����� ������� �	�
� �

z = x� + x�−Ma� −Ma�

= x� + x� −M(�− �x� − x� + e�)−M(�− x� − �x�)

z = (%M + �)x� + (%M + �)x� −Me� − ��M

&����� ����� ��� � �� x� = x� = e� = � �	�
� z = z̄ = −��M�

�� �������� ���
���	�	�� ����� � ��  �! "#�����	 	� �	����� $%&'($%&) &!* ( $$%

�� ������	 �
 ���
�	�	 �������������� �	 �� ������	 �
 ���
�	�	

&��� ������� ���������� ����

�
 	� ����	�"� ���� 	� ���	��� ������� �

������� �

'���
↓
x� x� e� a� a� �	
 (

← a� � � )� � � � �

a� � � � � � 
 �

−z %*+� %*+� )* � � �� *

x� �� x� ���������� , ���
�
 ���� 	� ����� -� ���	������ 	� 
�.	� �� '	���#
x� ���
����� a� ��
� �� 	� �����

������� �

'��� x�
↓
x� e� a� a� �	
 (

x� � �/� )�/� �/� � � �

← a� � ��� �/� )�/� � � 0/%

−z � 1%*+�2/� 1*+�2/� )1%*+�2/� � )� + �*
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�� ������	 �
 ���
�	�	 �������������� �	 �� ������	 �
 ���
�	�	

������� �

���� x� x�
↓
e� a� a� �	
 �

x� � � ���� ��� ���� ��� ��

← x� � � ��� ���� ��� ��� �

−z � � ��� ������ ������ �����

���	
�� �

	
�� x� x� e� a� a� 
��

x� � � � � � �

e� � � � �� � �

−z � �� � �� ���� �


�� �
���
� � ��� �����
� �� x∗
�
= 
 ; x∗

�
= � ; e∗

�
= � ; z��� = 
�

�� ���
���� ��� ��
��� �
��
��� 
��� ������ !a� �� a�" 
 #�# ���� ���� �
��
$� ����� ����� ��� ����� �
����� ���� ������ $
�� �� �
���
� �����
��

�� �������� 	
��
������� ����� � �� � �� �������� �� ������� � !"#� !$ !�% # �� 

�
 ���&�'� '( ����)�*� �����
)��
���� '� )
 ���&�'� '( ����)�*�

%� &#�#�
�' �
 �#���$� $� &�
�$ � !( ��& �) '(�#���$� �)" �������� * +

,����$���� $�� �
��
���� 
��� ������� ai , (i = �, ..., p) $
�� ���
�����
����� ��� ������ �� �����-�� ���� �
 �#
���
�����# $� �
 �
��
�����
���

.����
��� �
 /������� ��0����/ �
� z = max cT x −M
m∑
i=�

ai

�1 M ��� ��� �����
��� �������� 
���2 &�
�$��

%� ��
�����' �� �3��� �
� ����&# $� $����� ��� �
���� * ��

4�
��� /��� ��� � ��� ����
�# * �� ������' �� ���
 ���0����
�����$#�# ����� ���� &�
�$�

5� �
 �#���$� $� ������6� �� ������� 
��� ��� �������� (x∗, a∗) �����
��� a∗ = (a∗

�
, ..., a∗p) = �' 
���� x∗ ��� ��� �������� �����
�� $�

�����-�� $� $#�
���

5� �
 �#���$� $� ������6� �� ������� 
��� ��� �������� (x∗, a∗) �����
��� a∗ �= � !��*�$ ��3
� ����� ��� �
��
��� 
��� ������ ��� ������ $
��
�
 �
�� $
�� �� �
���
� �����
�"' 
���� �� �����-�� ��� ��� �#
���
����

�� �������� 	
��
������� ����� � �� � �� �������� �� ������� � !"#� !$ !�+ # �� 

�
 ���&�'� '( ����)�*� �����
)��
���� '� )
 ���&�'� '( ����)�*�

�������� 	 


��
������� ��
 ���������
 ��������


�� �������

�� �������� 	
��
������� ����� � �� � �� �������� �� ������� � !"#� !$ !�" # �� 
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��� ���������� 	
 ��
����� ��� �������� �
 �� ��� 	��� ������� ��� ��������

��������� �
� �� �� ��� � ������ �� �

� ������ �� �
� � ����� �� �� �� � ������ �� ��

��� ����� �������� �� �
�

� ����� �� �
� � ������ �� �� �� � ������ �� ��

��� ����� �������� �� ���

	��� ������� �� �

�� ������ �� �
� �� ������ �� �� �� �� ������ �� ���

�� 
���� � ��� ��� �� ���� �� ��� ����� �� �
 �� �� ���� �� ��� �����

�� ���

�� ���
���� ��� �� ���� �!���������� ��� �� ���"��� �

#����� �������� ��  $� �� ��� ���% �������� �
 �� �� �!���������� ����&����

��
������ ���� ��� �� 
���� � ���� ��%���� '

�� �������� �������
�
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������� �	
���
 �
���������

������� �
 ������� �� (������
�����

#������� �� ��� �
 )������* � � ��

#������� �� ��� �� )������* � � ��

#������� �� ��� �� )������* � � ��

���% �������� )��* ���� ����

�� ���
���� �� �!���������� 	
 �� �������� ��� �� ���+����� �������� �

(P)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max z = ,---x� + �---x�

�x� + x� ≤ ,- #������� �� ��� �


x� + �x� ≤ �, #������� �� ��� ��

�x� + .x� ≤ /- #������� �� ��� ��

x� ≥ - ; x� ≥ -

x� � �������� �� �������� �
 ��
������

x� � �������� �� �������� �� ��
������

�� �������� �������
�

� ����� � ��  �! "��
���
 
� �
#���
 $%&'($%&) &*% ( $$%

������� �	
���
 �
���������

0�������� ��!��� ����� ���������� 	�� �� ������� �� ��� 1� ������ �� $����

��� �������� ��������� )�
� �� �� ��* �� �!���������� 	
� �� ���
����

��!���� "� �� ����� �� �� ���"��� �

#��� ���� 2��� �� ���% �������� ������� �!� $�� y�, y� �� y� ��  $����

������� ��������� ���� ��� �

�� "����� ������ ��� ���  ��������� ���  $���� ������� �
 �� �� ����

���������� �� �+��� � ����� ���% ��������� ����� ����� c� = ,--- �� ��

c� = �--- �� )���� ���  ��� ����� ����������� ���� �!���������� 	
*�

�� ���% ����� �!� $�� ��� �������� ��������� �������
��� ���� �������'

3� ���%���� ���
���� ���� �� ������ ���� �� ����� �

(D)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

min w = ,-y� + �,y� + /-y�

�y� + y� + �y� ≥ ,---  ��������� ������� �


y� + �y� + .y� ≥ �---  ��������� ������� ��

y� ; y� ; y� ≥ -

yi � ���% �������� �!� $�� �� �� ��� �� )i = 
, �, �*
�� �������� �������
�

� ����� � ��  �! "��
���
 
� �
#���
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������� �	
���
 �
���������

�� ������	� (D) �
� �����
 ������	� ���� �� (P)�

�� ������	� (P) �
� �����
 ������	� �������

	
�����


��	�����
 ��
 ���� ������	�
� ���	�� (P) �� ���� (D) �

(P)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max z = ����x� + ����x�

�x� + x� ≤ ��

x� + �x� ≤ ��

�x� + �x� ≤ ��

x� , x� ≥ �

(D)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

min w = ��y� + ��y� + ��y�

�y� + y� + �y� ≥ ����

y� + �y� + �y� ≥ ����

y� , y� , y� ≥ �

�� �������� �������
�
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������� �	
���
 �
���������

��
 ���������
 �� �� �������� �� ����� w �� (D) �����
������� ���

���������
 �� 
����� 	�	��� �� (P)�

!� 	"	�� ��
 ���������
 �� �� �������� �� ����� z �� (P) �����
�������

��� ���������
 �� 
����� 	�	��� �� (D)�

#� ���
 �

�$���
 ��� �

A� b �� c ��
�����%�	��� �� 	������ ��
 ����������
� �� 
����� 	�	��� �� ��

%������ ��
 ��&�
 �� ������	� (P)�

A′� b′ �� c ′ ��
�����%�	��� �� 	������ ��
 ����������
� �� 
����� 	�	��� ��

�� %������ ��
 ��&�
 �� ������	� (D)�

����
 �� � �

A =

⎛
⎝ � '

' �

� �

⎞
⎠ ; b =

⎛
⎝ ��

��

��

⎞
⎠ ; c =

(
����

����

)

A′ =
(

� ' �

' � �

)
= AT ; b′ =

(
����

����

)
= c ; c ′ =

⎛
⎝ ��

��

��

⎞
⎠ = b

�� �������� �������
�
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������� �	
���
 �
���������

�� ������	� ���	�� (P) �� 
�� ���� (D) 
��� ��

 ��� ��
 ��������
 
��%����
 �

�� ������	� (P) �������� � %�������
 (x� �� x�) �� � ����������
�

�� ������	� (D) �������� � %�������
 (y�� y� �� y�) �� � ����������
�

*� �� ������� +�� �� ��	��� �� %�������
 �� (P) �
� 
$�� �� ��	���

�� ����������
 �� (D) �� �
�����+��	���� �� ��	��� �� %�������
 ��

(D) �
� 
$�� �� ��	��� �� ����������
 �� (P)�

*� ���� %
��,�� ������	��� +�� �� ���� �� (D) �
� �� ������	� (P)�

�� ������	� (P) �
� �� ������	� �� 	���	�
������ -����
 +�� (D) �
�

�� ������	� �� 	���	�
������

�� 	���	�	 wmin ������� ��� �� ������	� (D) �
� 
$�� �� 	���	�	

zmax �� ������	� (P)�

���� 
�$��,� ���
 ����� ��
 +�� �� ���� �.��/�� 	���	�� ��
 	������


���	����
 ��� �.��������
� 0� �
� 
$�� �� ���,� 	���	�� +�� ���� ��

����� �.��������
� 0' �� %������ ��
 	������
 ���	����
�

�� �������� �������
�
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	����� ����

�� ������	
��� 
����	�� �� �������� ��	�

��������	�
 ����
�	��� �

���� �� ���	�
��� 
���
��� ���� ����� �
������� �

(P)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max z = c� x� + c� x� + ...+ cn xn

a�� x� + a�� x� + ...+ a�n xn ≤ b�

a�� x� + a�� x� + ...+ a�n xn ≤ b�
���

am� x� + am� x� + ...+ amn xn ≤ bm
x� ≥ �, . . . , xn ≥ �

n �
��
�
�� x�� x������ xn �� m �����
������

���������� �� ������ ������ � b�� b������ bm�

���������� ������� �� 

 �������� �������� � c�� c������ cn

 
����� ��� �����
����� A �� �!�� (m, n) �� 
�	��� �� � ��
�������

�� �������� �����
������ ����� �  � ! �" #$	�	��� �� ��%��	� &'()*&'(+ (,- * &&'

������� �	
������	� 
���
��� �� �
	����� ����

"� ����
#�� ��

 �� (P) ��� ��$�� �
� �

(D)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min w = b� y� + b� y� + ...+ bm ym

a�� y� + a�� y� + ...+ am� ym ≥ c�

a�� y� + a�� y� + ...+ am� ym ≥ c�
���

a�n y� + am� y� + ...+ amn ym ≥ cn
y� ≥ �, . . . , ym ≥ �

m �
��
�
�� y�� y������ ym �� n �����
������

���������� �� ������ ������ � c�� c������ cn�

���������� ������� �� 

 �������� �������� � b�� b������ bm

 
����� ��� �����
����� � A′ = AT �� �!�� (n, m) �� 
�	��� �� � ��
�������

�� �������� �����
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yi

(
bi −

n∑
j=�

aij xj

)
= � , i = �, ...,m (�*

( m∑
i=�

yi aij − cj

)
xj = � , j = �, ..., n (�*
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(P)
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�x� + x� ≤ 
�

x� + 
x� ≤ �



x� + �x� ≤ ��
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(D)
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min w = 
�y� + �
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�y� + y� + 
y� ≥ 
���
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����� x �� y ��������� ��������� ��� 	

y� (
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j=�

cj xj
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aij xj ≤ bi (i =  , ...,m)

xj ≥ � (j =  , ..., n)
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bi yi

m∑
i=�

aij yi ≥ cj (j =  , n)

yi ≥ � (i =  ,m)

������ x∗ ��� �������� �������� �� (P) �� y∗ ��� �������� �������� �� (D)$
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bi −
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aij x
∗
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y∗i aij − cj

)
x∗j = � , j =  , ..., n (�)
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Passage du tableau optimal primal au tableau optimal dual et vice versa 
 

Primal  Dual 

La valeur optimale de la fonction objectif z = La valeur optimale de la fonction objectif w 

Coûts marginaux des variables hors base Signe opposé Colonne s.m des variables de base associées 
(Valeurs optimales des variables de base associées) 

Colonne second membre Signe opposé Coûts marginaux 

La variable de décision xj  en base (xj  > 0)  La variable d’écart tj  hors base (tj  = 0) 
(Contrainte d’indice j saturée) 

La variable de décision xj  hors base (xj  = 0)  La variable d’écart tj  en base (tj  > 0) 
(Contrainte d’indice j non saturée) 

La variable d’écart ei  en base (ei  > 0) 
(Contrainte d’indice i non saturée)  La variable de décision yi  hors base (yi  = 0) 

La variable d’écart ei  hors base (ei  = 0) 
(Contrainte d’indice i saturée)  La variable de décision yi  en base (yi  > 0) 

Ligne xj  en base Signe opposé Colonne tj  hors base 

Ligne ei en base Signe opposé Colonne yi hors base 

Colonne xj  hors base Signe opposé Ligne tj  en base 

Colonne ei  hors base Signe opposé Ligne yi en base 
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